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Resumen

La monografia que aqui resumimos se sirve de propiedades de las curvas
conicas para desarrollar una investigacion en la que hallaremos la forma de
los espejos a partir de un rayo de luz. Estos espejos resultaran tener la forma
de las diferentes curvas conicas llegando de esta manera a una sorpréndete
conclusion. Por tanto el problema de investigacion como tal seria ;Cual es
la forma de un espejo si un rayo de luz que sale d un punto fijo llamado
foco al reflejarse verifica una determinada condicién de salida?

El alcance de esta investigacion seria en dos dimmsiones la parabola
la elipse la circunferencia y la recta. Utilizarems los vectores tanto
incidentes como emergentes.
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1. Introduccion

El tema de la investigacion es interesante y digno de estudio porque en primer lugar
tiene muchas aplicaciones al vida real como pueden ser los telescopios Newtonianos
las antenas parabolicas un tipo determinado de foes en los coches cocinas solares
etc... A parte de esto en cuanto a las matematicas se refiere se da un desarrollo muy
vistoso debido a que a partir de dos vectores y un punto hallamos la forma del espejo.
Ademas para resolver estos problemas se utilizan euaciones diferenciales ordinarias
estudiadas previamente en la asignatura de matematicas del BI. También resulta
interesante puesto que se juega con ciertas propiedades de las curvas conicas®.

La pregunta a resolver seria la siguiente:

(Cual es la forma de un espejo  si un rayo de luz ge sale de un punto fijo llamado
foco al reflejarse verifica una determinada condicién de salida?

La monografia se puede situar en un contexto de ecuaciones diferenciales que
basandose en un principio fisico’ hallan una ecuacién que es la solucion del problema.
Para ello parte de un punto de donde sale el rayo y una direccion de salida que o bien
nos la dan o bien la tenemos que hallar conociendain punto al que todos los rayos van.
De tal modo la investigacion se diversifica en cuatro casos:

) Conocemos el foco® y una direccion de emergencia ° del rayo.
2) Se conoce el foco y el punto receptor® y ambos coinciden.
3) Conocemos el foco y el receptor que en este caso es mévil no esta fijo.
4) Se conoce el foco y el receptor.

En todos ellos la ecuacion resultante serd la forma del espejo.

El tema ha sido delimitado a las dos dimensiones debido a la dificultad de
hacerlo en tres dimensiones pero ello no implica que las afirmaciones a las que
llegamos no sean ciertas. A parte  varias de estaoluciones son figuras de
revolucidn es decir que son completamente aplicables a las tres dimensiones las
otras al hacer una seccion a la figura en 3D se cumplen igualmente. Otra cuestion
que se ha tenido que tener en cuenta es que el aire produce una pequefia
perturbacion en el angulo de emergencia por lo tato el problema se enunciara
siempre en una situacion tedrica de vacio de tal modo que esta pequefia perturbacion
se despreciara.

La superficie del espejo para que se cumpla debera de ser pulida es decir sin
rugosidades que alteren significativamente la reflexion del rayo.

Superficie pulida Superficie rugosa

Véase aplicacion a la vida real.
% En la elipse foco y receptor son reciprocos en la parabola la direccién de salida es constante en la
circunferencia el foco y el receptor son coincidentes.
3 El principio fisico es tanto la * como la 2* Ley de Snell de la reflexion se explicara mas adelante.
* Lugar de donde sale el rayo
> Direccion de salida una vez que el rayo ha sido reflejado.
% Lugar a donde todos los rayos reflejados van.



Como consecuencia de los razonamientos matematicos que se desarrollaran
propiamente en la monografia la forma del espejo sera la ecuacion de:
) En el primer caso la de una parébola.
2) En el segundo caso la ecuacion de una circunferencia.
3) En el tercer caso la de una recta.
4) En el cuarto caso la ecuacion de una elipse.

2. Cuerpo/Desarrollo: Planteamiento general del problema

La investigacidn se basa en el principio de Snell que dice que en condiciones

teoricas de vacio el angulo O formado por el rayo incidente y la perpendicular de la
recta tangente en ese punto es el mismo que el formado por esta misma perpendicular y
el rayo reflejado’.

Teniendo en cuenta sus dngulos complementarios tmbién se puede enunciar de la
siguiente manera que el angulg) entre el rayo incidente y la superficie donde se refleja
(recta tangente en ese punto) es el mismo que el angulo del rayo reflejado con la
superficie®. Utilizaremos esta tltima propiedad puesto que nos fijaremos en el angulo
formado por el rayo incidente y la tangente y por otro lado en el formado por el rayo
reflejado y la tangente.

Denominaremos para todo los casos v, como el vector cuya direccion es la del rayo

incidente v, como el vector cuya direccion es la de la recta tangente en ese punto y por

ultimo v, como el vector cuya direccion es la del rayo reflejado.
Para todos los casos utilizaremos el principio de reflexiéon ya mencionado que se
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Dividiremos la investigacion en cuatro casos en tdos ellos F significara foco y en
el caso de que hubiera un punto receptor se llamaria R.

2. > ?caso: Espejo parabolico.
Al reflejarse el rayo en cualquier punto del espejo  la direccion de salida es
constante. Sin pérdida de generalidad pongamos pocaso que dicha direccidon viene

dada por el vector ( 0).

Demostraremos que en la hipotesis anterior la forma del espejo es la de una
parabola.

Para ello pondremos el foco en el origen de coordenadas y para todo P utilizaremos
v, de direccion (x y) puesto que se debe de cumplir para cualquier punto de la parabola.

( y’(x)) sera la direccidn de la recta tangente v, . Por ultimo (  0) serd la direccion de

salida del rayo v, .
Aplicando la ley de Snell por la cual el &ngulo de reflexion y refraccion es el mismo
se tendria que el dngulo del vector de incidencia v,= (x y) con la recta tangente cuyo

vectores v,=( y’) esigual al formado entre el vector del mgo reflejado v, =(  0):
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x+yy'=+/x"+ | que es una ecuacion diferencial homogénea con solucién la
funcién y = f(x).

Esta ecuacion al ser homogénea se puede resolver haciendo el cambio de variable
2 2 2
u - =x"+y°.

Derivamos 2uu'=2x+2yy'  uu'=x+ p'
y por tanto la ecuacion queda

w'=Nu® uu'=u u'=

de tal manera que sabemos que la derivada deu dsease u’ es por tanto solo nos
queda integrar para saber a que es igual u

Iu'duzu Idx=x+c

Por tanto u=x+c y deshaciendo el cambio de variable

2 +yt =x+c xP 4yt =(x+¢) xX+yP=x>+c*+2xc.

y* =2xc+c’|que es la ecuacién de infinitas pardbolas con eje de simetria y=0 'y

e c o . c
vértice en 0 = 2xc +¢* X = B lo que nos indica que el vértice esta en (— = Oj .

Visualizaremos algun ejemplo para verificar la tesis ya dada. Elegiré arbitrariamente
un valor para ¢ por ejemplo c= . De tal manera que la ecuacidn de la parabola sera

y? =2x+ y=42x+
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2.2 2% caso: Espejo circular

Vamos a suponer que el foco y el receptor son el mismo punto.
Para facilitar el problema colocaremos el foco caicidente con R en el origen de
coordenadas.

El vector del rayo incidente serd v,= (x y) puesto que debe ser para cualquier punto.

La direccion de la recta tangente en ese punto vendra dada por el vector v, =( y’)
que es la derivada en ese punto.

Por tltimo el vector del rayo reflejado serdv = (-x -y) puesto que es el mismo que
el vector incidente pero en direccion contraria.

Por la ley de Snell igualamos angulos ang(v, v,)=ang(v, v,) o lo que es lo mismo

vy, _ W, ) Ex-)y)
“71'”‘7t| v, ‘7t| \/)c2 +y2\/ +(y')2 \/x2 +y2\/ +(y')2
x+yy —x= : :
= X+ py'=—x—)y
S22 0P R )
2x+2yy'=0 Que es una ecuacion diferencial que al integrarla nos da la

ecuacion de infinitas circunferencias de radio vk




La forma del espejo es circular
2.3 3% caso: Espejo plano

Para empezar conocemos el foco y el receptor pero este ultimo al contrario que en
el caso anterior no esta en un sitio fijo sino que se va moviendo horizontalmente
(receptor movil).
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Para hacer mas facil el problema colocaremos el foco en el origen de coordenadas
el receptor es el punto de coordenadas (2x 0).

El vector del rayo incidente serd v,= (X y) puesto que tiene que servir para cualquier
punto.

La direccion de la recta tangente la hayamos haciendo la derivada del vector
incidente en ese punto 6seasé¢ v, =( y’).

La direccion del rayo reflejado vendra dada por el vector v, = (x -y) puesto que es

un vector perpendicular al vector incidente.
Una vez mas aplicando la ley de Snell e igualando angulos

!

P, ) V.V v
ang(v, v,)=ang(v, v,) oloqueeslomismo ———=—"-
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2yy'=0| Integrando la ecuacion y*> =k y="k| la forma del espejo es la de
una recta (un espejo plano)

2.4 =4 caso: Espejo eliptico.

De este caso conocemos el foco y el receptor pero a diferencia de los anteriores el
receptor esta en un punto fijo y no es coincidente con el foco.

A partir de la hipdtesis ya dicha deduciremos matematicamente que la forma del
espejo es la de una elipse.

*
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Ubicaremos el foco en el punto F(- 0) y el sumidero en el punto S( 0).
La direccion del rayo incidente es la del vector que va del foco a cualquier punto

P(x y) ¥, = FP=0P-OF =(x y)-(- 0)=(x+ »).

La direccién de la recta tangente serd la del vector que es la derivada de la direccion
incidente en ese punto v, =( ).

La direccidn del rayo reflejado es la del vector

%, =PR=0R-0P=( 0)-(x y)=( -x-y).

Siguiendo el mismo método aplicamos la ley de Snell igualando angulos
ang(v, v,)=4ang(v, v,) o lo que es lo mismo

A V.V, x+ +p B -x—n
v
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x+ +p _ - x—»'

Yot Pay? J(=x)+y?

Vamos a demostrar que la elipse de ecuacion

d(P F)+d(P S):\/(x+ ) +y? +\/( —x)+y*=C

Es solucion de la ecuacion diferencial siendo C > 2.
(=x) +»7 =C—lx+ ) +)°

Si lo sustituimos en la ecuacién de arriba
x+ +y' - x—=y
(x+ )2+y2 _C— (x+ )2+y2

Ecuacién diferencial

para resolver esta ecuacion diferencial tenemos

que hacer un cambio de variable (x + )2 +y* =u’ que derivandolo nos da
2(x+ )+ 2yy'=2uu' +x+ y'=uu'
o también nos puede ser util x+ yy'=uu'— .

Hacemos uso del cambio de variable en la ecuacién principal quedandonos lo
siguiente

uu' —(uu'-) uu' 2 —uu' u,_Z—uu'
Juo c=u* u 22 -u C—u
(C—u)'=2-uu' (C—u)u'+uu'=2 (C—u+ul'=2
Cu'=2 u'=z integramos y nos da u=3x+k
C C

2
deshaciendo el cambio de variable (x+ )’ +y* = (%x + kj

xP 4+ +2x+y° :i2x2+k2+ﬁx
Cc

4 4k
xz( _Fj +y°+ x(2 _Fj =k — |Que es la ecuacion de infinitas elipses de

ahi deducimos que tanto el foco como el receptor son reciprocos es decir pueden
intercambiar sus posiciones entre si.

3. Conclusion

Ayudandonos de espejos que reflejan rayos (de los que sacamos los vectores) el
estudio de las cdnicas y de sus propiedades nos lleva a poder probarlas
matematicamente. Obteniendo asi las ecuaciones de infinitas parabola y* = 2xc + ¢’

circunferencias x> +y* =k elipse xz( —%} +y7 + x(2 —4—C{CJ =k*— . Por otro

lado incluso probamos la ecuacion de infinitas rectas y="k.

De este modo dejamos abierto el problema de la hipérbole que tiene unas
propiedades interesantes y que seguramente se podria aplicar al disefio de espejo.

Las consecuencias que podemos sacar de esta conclusidn serian las diferentes
aplicaciones a la vida real. De las muchas aplicaciones pondré tres ejemplos: el
telescopio Newtoniano la cocina solar y las antenas parabolicas.



4. Aplicaciones a la vida real

Telescopios Newtonianos

En primer lugar para captar la imagen que penetra en el telescopio y hacerla llegar a
nuestros ojos se utilizan dos tipos de espejos un espejo principal parabdlico y otro
secundario plano. En el espejo principal ocurre que entran con direcciones paralelas y el

espejo dirige estos rayos al espejo secundario. Este a su vez dirige la imagen al objetivo
por donde miramos. Quiza se vea mas claro con un dibujo.
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*http://www.telescopioschile.cl/media/catalog/product/cache/ /image/5¢063 9eda06
1020e4359429¢230972d/3/ /3 062 c8ngt large 2 .gif
O http://www.cienciahoy.org.ar/hoy44/images/telesO .jpg

http://www.ciberdroide.com/wordpress/wp
content/uploads/telescopio_newton .jpg
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Cocina solar: -

Es muy parecido tanto al caso anterior como a la antena parabdlica puesto que a
partir de rayos en este caso solares se proyectan en un punto mediante un espejo
parabdlico. Al concentrarse todo el calor en ese punto donde se encuentra la comida
esta alcanza la temperatura suficiente para ser cocinada.

Con este dibujo se vera mas claro.

Antenas Parabdlicas:

Al igual que el caso anterior la superficie del espejo es parabolica y las lineas de
ondas son paralelas entre si. La superficie del espejo al reflejarlas las manda al foco.
En ese lugar se recogen las ondas para mas tarde ser procesadas.

2 http://bejomi files.wordpress.com/2009/03/cocina-solar.jpg
3 http://www.ub.es/geocrit/b3w-376-2.gif
* http://www.global-b2b-network.com/direct/dbimage/50 6 858/Antenna.jpg
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